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CUVÂNT ÎNAINTE 



Ne bucurăm exprimând mulţumirile noastre faţâ de toţi acei, cuno- 
scuţi sau mai puţin cunoscuţi , care de-a lungul anilor ne-au ajutat 
sâ ajungem la aceastâ carte. Sunt mul ţi, sunt foarte mulţi cei care 
ne-au ajutat... Unii ne-au dat sugesti i , al ţi i ne-au oferit idei, 
uneori ne-am strâduit impreună sâ descifrăm un amănunt nelâmurit, 
alteori invăţam din Întrebările meşteşugite sau poate chiar naive 
ale interlocutorilor noştrii'. 

Devenirea spre aceastâ carte este un foarte bun exemplu de altru 
ism.de bunâtate şi dărui re, de mers impreună pe drumul descoperirii 
f r umuseţi 1 or vi eţi i . 

Cine gândeşte nu doar la mama sa şi la tatâl său, la sine şi 
la familia sa.descoperă o familie mult mai mare, descoperă pretu-, 
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tindeni viaţa, pe care Începe să • iubească, tot mai mult in toate 
formele ei de manifestare. 

Matematica ne ajută pe acest drum, sol i ci tându-ne şi îmbogăţi n- 
du-ne nu doar capacităţile i ntel ectual e , gândi rea , 1 ogi ca şi algorit- 
mii noştrii de decizie, dar in multe feluri contribuie şi la Îmbo- 
găţirea noastf-ă sufletească. Ne ajută să facem ordine şi lumină aco- 
lo unde la Început simţeam că este posibilă doar o evoluţie empi - 
rică — in noi înşine. 

Pentru elevi şi profesori , pentru candidaţii la concursul de ad- 
mitere in Învăţământul superi or , pentru toţi cei interesaţi .oferim 
această succesiune de metode intilnite in studiul analizei matema- 
tice de liceu, care să ie permită reducerea a cât mai diverse pro- 
bleme noi la cât mai multe scheme de lucru deja cunoscute. 

Am urmărit prezentarea intr-o manieră metodi că , avantajoasă pen- 
tru citi tor, a celor mai frecvente metode de calcul Întâlnite in 
studiul analizei matematice la acest nivel. 

Astfel, In această carte puteţi găsi: 

- metode pentru demonstrarea egalităţilor de mulţimi, 

- metode pentru demonstrarea bi jecti vi tâţi i funcţiilor, 

- metode pentru studiul monotoniei şirurilor şi funcţiilor, 

- metode comune pentru calculul limitelor de şiruri şi de 
funcţii , 

- metode specifice pentru calculul limitelor de şiruri, 

- metode pentru studiul continuităţii şi a der i vabi 1 i tăţi i , 

- metode pentru a determina existenţa rădăcinilor unei ecuaţii, 

- aplicaţii ale teoremelor lui Fer mat , Rol 1 e , Lagrange, Cauchy , 
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- metode pentru demonstrarea unor egalităţi şi inegalităţi, 

- metode pentru a arăta că o funcţie are primitive, 

- metode pentru a arăta că o funcţie nu are primitive, 

- metode pentru a arăta că o funcţie este integrabilă, 

- metode pentru a arăta că o funcţie nu este ingrabilă. 

Pentru i mbunătăţi r ea acestei prezentări suntem bucuroşi să pri- 

min sugestiile şi observaţiile dumneavoastră. 



C. Dumitrescu, Căsuţa Poştală 811 

Cr ai ova Cil OCO , Romani a 

F. Smarandache, P. O. Box 42561 

Phoeni x. Ari zona , U. S. A. 
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t TEORIA 



MULŢIMILOR 



O mulţime este determinată cu ajutorul uneia sau mai multe pro- 
prietăţi pe care cerem să le satisfacă elementele sale. 

Cu această definiţie s-ar părea că putem considera ca mulţime 
orice totalitate de obiecte. Totuşi lucrurile nu stau aşa. 

Dacă presupunem, prin absurd, că orice totalitate de obiecte 
formează o mulţime atunci totalitatea mulţimilor ar forma la rân- 
dul ei o mulţime, pe care să o notăm de exemplu cu M.Dar atunci şi 
familia ip(M) a părţilor sale ar forma o mulţime. Am avea deci 
3>(M) e M. 

Notând prin cârd M numărul elementelor lui M, vom avea : 

cârd ?P(M) < cârd M 

Dar o teoremă datorată lui Cantor arată că avem Întotdeauna 

cârd M < cârd ?P(M) 

Prin urmare. In mod surprinzător poate, nu orice totalitate ds 
obiscte poate fi considerată mulţime^ 
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OPERAŢII CU MULŢIMI 



DEFINIŢIE: Se numeşte mulţime totală, notată cu T , mulţimea 
obiectelor matematice cu care se lucrează la un moment dat. 

De exemplu, 

— desenând mulţimi pe foaia de caiet, mulţimea to- 
tală este foaia de caiet; 

— desenând mulţimi pe tablă, mulţimea totală este 
mulţimea punctelor tablei. 

Prin urmare mu lţimea totală nu este unică , ea depinde de felul 
obiectelor matematice cu care lucrăm la un moment dat. 

în diagramele următoare vom reprezenta mulţimea totală printr— un 
dreptunghi, iar submulţimile lui 7 prin suprafeţe interioare aces- 
tui dreptunghi. O astfel de diagramă se numeşte diagramă 
Euler— Venn ■ 

Avem in vedere următoarele operaţii cu mulţimi : 

1. INTERSECŢIA. 

AnB={xeT j x e A şi x e B > 

Deoarece la un moment dat lucrăm doar cu elemente din T , con- 
diţia x e T poate fi subânţeleasă , deci putem scrie: 

AnB=*{x j x e A şi x e B > 




A n B 
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Mai general , 



.Sa. = { x | V i € IN , x e A > 

1=1 V V 

Să observăm că: 

x te A n B <==»> x e A sau x m B 
2. REUNIUNEA. 

A u B = { x | x«A sau x « B > 




A U B 



Ca şi in cazul intersecţiei, putem considera: 

. 0 A. = { x ! 3 i e IN , x e A > 

i=l v i 

Se observă că: 

x e A u B <===> x e A ai x « B 
3. DIFERENŢA. 

A - B = { x | x e A şi x e B } 
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4. COMPLEMENTARA. 



Complementara unei mulţimi A este diferenţa dintre mulţimea 
totala şi A. 

C A = { x | x e T şi x « A > = { x j x e A > 

T 

Complementara unei mulţimi se mai notează cu CA sau cu A . 




Să observăm că 

x «s CA <===> x e A 

Mai general , putem vorbi de complementara unei mulţimi faţă 
de o altă mulţime, oarecare. Astfel, 

C ft B = { x | x e B şi x e A } 
este complementara mulţimii B faţă de mulţimea A. 

5. DIFERENŢA SIMETRICA. 

A A B = (A - B) u (B - A) 




Avem x « A A B <===> x e A - B şi x e B — A . 

6. PRODUSUL CARTEZIAN. 

A X B = { (x,y) | xeA şi y e B > 

Produsul cartezian a două mulţimi este deci o mulţime de pe— 
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rechi ordonate de elemente, primul element fiind din prima mulţime. 



iar al doilea element fiind din a doua mulţime. 

De exemplu, RXR={(x,y) | xeR,yeR>, iar o 
imagine intuitivă a acestei mulţimi este dată In figura 1.1. 



y 



(*,y ) 

' n 



i 

_i_ 

X 




R X R 



Fig. 1.1 



Prin analogie, produsul cartezian a trei mulţimi este o 
mulţime de triplete: 

A X B X C « { (x,y,z) | xeA,yeB,z«=C> 

O imagine intuitivă a lui R 3 = R X R X R este dată in fi- 
gura de mai jos. 




R X R X R 



Fig. 1.2 



Mai general , 



17 




n 



.X A. = {(x 9 x f ...,x) | x. e A. pentru orice i e l,n > 

isl v 1 2 r> i v 

METODE PENTRU DEMONSTRAREA EGALITATI I A DOUA MULŢIMI 

Dificultăţile şi surprizele Întâlnite Încercând să definim 
riguros noţiunea de atulţime nu sânt singurele din teoria mulţi- 
milor. 

O «lti surpriză, este că binecunoscutul (şi intuitiv evidentul) 
procedeu de demonstrare a egalităţii a două mulţimi prin dubla 
incluziune este — la nivelul definirii riguroase a mulţimilor — 
doar o axiomă. 

A => B <===> A £ B şi B £ A (1.1) 

Acceptând această axiomă, vom exemplifica in cele ce urmează 
următoarele două metode pentru demonstrarea egalităţilor de mul- 
ţimi: 

CAD DUBLA IhCLUZIUNE (exprimată prin echivalenţa (1.1)) 

CBD UTILIZAREA FUNCŢIEI CARACTERISTICE A UNEI MULŢIMI 
Dăm mai Întâi câteva detalii ale acestei a doua metode, care 
in practică este mult mai rapidă, deci mai comod de utilizat decât 
prima metodă. 

DEFINIŢIE. Se numeşte funcţie caracteristică a mulţimii A func 
ţia : T ► {0,1> definită prin : 

{ 1 dacă x e A 

O dacă x e A 

După cum se observă numerele O şi 1 folosesc pentru a Îm- 
părţi elementele mulţimii totale T In două categorii: 

(1) o categorie conţine acele elemente x in care va— 
f loa rea lui este 1 (elementele lui A) , 

(2) din a doua categorie fac parte acele elemente in 
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care valoarea lui p^ este O (elementele care 
nu sunt in A ) . 

Procedeul CB) de demonstrare a egalităţii a două. mulţimi se 
bazează pe faptul că orice mulţime este determinată in mod unic 
de funcţia sa caracteristică , in sensul că: 

există o bljecţie de la mulţimea 3>(T) a submulţimilor 
lui T l a mulţimea $(T) a funcţiilor caracteristice 
definite pe T. (vezi exerciţiul VII) 

Aşadar, 

A = B <===> = p a (1.2) 

PROPRIETĂŢI ALE FUNCŢIEI CARACTERISTICE 





p a n. (x> “ *>*<*>■*>,<*> 






”a 0 . (x) " ”a < x) * V x) - 


'V» <x> 




P A-. <X) * P A <X) - f> AnB (X) 






P CA IX> = 1 ~ P A <X) 






p Aia <x) = p a ( x) * V*’ " 


2 ’ p aT» ( x) 




p AX. <X!> ' ) _ * , A <X> ' f> . <, ' , 






P A (X) * ^A (X) 






P 0 (x) s 0 , f> T (x) a 1 





p ) A £ B <===> p (x) < p (x) oentru orice x e T 
£> A B 

Să demonstrăm de exemplu p ) . Pentru aceasta să observăm că 
mulţimea totală T este Împărţită de mulţimile A şi B in cel mult 
patru regiuni : 

1) pentru punctele x care nu aparţin nici lui A nici lui B 

avem f>(x)=p(x)=0 şi p _ (x) = O . 

A B Ars 

2) pentru punctele x care sunt in A şi nu sunt in B avem 
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1 



o 



3 ) 



<p ( x ) = 1 , 

A 



dacă x e- A 



^> { x ) = O 

B 

şi x € B 



Şi 



Ana 



(x) = 



egalităţile rezultă analog. 



4) dacă x e B şi x « A 
EXERCIŢII 

I. Utilizând metodele CA? şi CB? arătaţi că : 

1. A - (B n C) = (A - B) U (A - C) 

2. A - (B U C) = (A - B) n <A — C) 

3. C(B n C) = CB u CC 

4. C(B U C) = CB n CC 

5. A n (B - C) = (A n B) - (A n c) 

O. AU(B — A) = AUB 

7. A-(A-B)=AOB 

8. C(CB) = B 

9. A u CA =» T , A n CA = 0 
REZOLVĂRI : 

CA? (dubla incluziune) 

Să observăm că pentru rezolvarea unei probleme de matematică 
răspundem succesiv la grupe de două Întrebări : 



(q) CE AVEM DE ARATAT ? 
(Q) CUM ARAT AM ? 



Răspunzând la Întrebarea <Q) putem ajunge la o nouă Întrebare 
(q) . Astfel, pentru exerciţiul 1 răspunsul la Întrebarea (q) estet 
(r ) : avem de arătat o egalitate de mulţimi 

î 

iar răspunsul la Întrebarea (Q) este : 

(R^) : putem arăta această egalitate prin două metode s utili- 
zând dubla incluziune, sau utilizând proprietăţile funcţiei carac- 
teristice. 
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Alegem prima metodă, şi ajungem din nou la (q) . De data 

aceasta răspunsul este : 

(r ) : avem de arătat două incluziuni, 

2 

iar răspunsul la Întrebarea (Q) corespunzătoare este 
(R^) : arătăm pe rSnd câte o incluziune . 

Apoi, 

(r ) : avem de arătat o incluziune 

3 

(R^) : arătăm că un element arbitrar din "mulţimea inclusă" 

este in "mulţimea care include". 

Sigur că de obicei tot acest raţionament este mental , rezol- 
vi torul Începe prin: 

a) fie x e A - (B — C) , oarecare [pentru a continua citim 
ultitna operaţie Cdi ferentari , <===> x « A şi xmBnC [ci- 

tim. operaţia devenita ultima C intersec t iaD] <==■=> 

( x«zB TxeAşixieB 

sau <===> 4 sau (1.3) 

x«C ţxeAşixeC 

Oin acest moment nu mai avem operaţii de explicitat şi putem 
regrupa enunţul la care am ajuns in mai multe feluri (multe impli- 
caţii rezultă din (1.3), dar numai una ne interesează — concluzia 
exerciţiului) de aceea trebuie să actualizăm concluzia: 

x e (A — B)U(A-C) <===> x e A — B sau x « A — C 
Observăm că din (1.3) rezultă imediat această concluzie, 
deci incluziunea este demonstrată. 

Pentru a doua incluziune: fie x « (A — B) U (A — C), [ citim 
ultima operaţie C reuni unea} ] <===> 

{ x e A — B 

sau <===> [citim operaţia devenita ultimaj <==»=> 

x «e A - C 
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■» 

< 

L 



X 

X 



e A şi 
sau 
€ A şi 



x « B 
x e C 



( x m B 
sau 
x e C 



(1.4) 



Nu mai avem operaţii de explicitat, daci detaliem concluzia 
la care vrem să ajungem: x e A - (B n C), adică x e A şi 
x £ B n C , afirmaţie care rezultă imediat din (1.4). 

5. ( r ) x avem ds arătat o egalitate de mulţimi 

(R^) : arătăm două incluziuni 

(r ) : avem de arătat o incluziune 

2 

(R^) : arătăm că fiecare element din mulţimea inclusă 

este in mulţimea care include. 

Fie x e A - (A — B) , oarecare [citim ultima, operaţie Cdi- 
ferentcO ] <==“ x e A şi x « A - B [citim operaţia care a 
devenit -ultima J <===> 



x e A 



Şi 



x « A 
sau 
x e B 



(1.5) 



Nu mai avem operaţii de explicitat, deci reactualizăm 
concluzia : 



x e A n B adică x e A şi x e B. 
Observăm că (1.5) este echivalent cu : 



' x e A 


Şi 


x « A 




sau 




x e A 


Şi 


x e B 



Prima afirmaţie este falsă, iar din a doua rezultă x « A r> B. 

* * 

Vom rezolva aceleaşi exerciţii utilizSnd proprietăţile funcţiei 
caracteristice şi echivalenţa (1.2). 



1. Avem de arătat că *> _ = p 

A-CBDC) <a-b>Uca-c> 

(r ) : avem de arătat o egalitate de funcţii 

î 

(R ) : deoarece domeniul şi codomeniul celor două funcţii 

î 
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coinpid, mai trebuie arătat că valorile lor coincid, adică 



(r ) s p ( x ) — p (x) pentru orice x e T 

2 r A-(BOO (A-B>UtA-C> 

Răspunsul la Întrebarea (Q) corespunzătoare este 

(R ) : exp licităm ambii membri ai egalităţii precedente. 

2 

p (x) = Ccitiai -ultima operaţie C diferenţa} si aplicam. 

a-cbDcj 

proprietatea p D = p (x) — P x ) = Ccitim operaţia deueni ta 

3 A AikBiiC) 

ultima si aplicam, proprietatea p^] = 



p (x) - p (x).p (x).p (x) 

A A B C 



(1-6) 



Membrul doi al egalităţii devine succesiv: 

p (X) = p _(x) + p (x) - p (x) * 

<A-B>U<A-C> A-B A-C <A-B>r*A-C> 

/ 

O*'*’ - «W*’ ) * Oa ( *> - •’.nc 1 * 1 ) ‘ *>*-»< 10 * > a-c < x) = 

f p ( x ) - p ( x ) • p ( x ) 1 + ( p ( x ) - p- ( x ) • p ( x ) } - 
^ A A B-'^A A G ' 

- ( P (x) - P (X) 1 . fp <x) - p ( x ) ") = 2. P (x) - p (x).p(x) - 
V. A Ara s v. A AflC A A B 

p (x).p (x) - p*(x) + p (x)-p (x) + p (x)-p (x) - 

AC A A AHC A AflB 

2 

p ( X ) . p ( X ) . p ( X > = p ( X ) • p ( x ) • p ( X ) . 

A B . C ABC 

5. Pentru a demonstra egalitatea p (x) = p ^_{x) 

a-<a-b> ^aOb 

observăm că : 



p (x)=p(x)-p_ (x)=p(x)-p(x)p(x)= 

A-(A-B> A AOCA-B> A A AHB 



p ( x ) - p < X ) - f p < X > 

A A ^ A 



AflB 



(x) y = p (x) - p (x) fp (x) - 

A A ^ A 



p (x)-p (X) ) = p (x) p (x) = *> <*> 



II. Arătaţi că : 

1. (A n B) X (C n D) = (A X C) n (B X C) 

2. (A U B) X C = (A X C) U (B X C) 

3. (A - B) X C =* (A X C) - (B X C) 

4. AA (BAC) = (A A B) AC 
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5. A O (B A C) = (A O B) A (A O C) 

6. (A A B) X C = (A X C) A (B X C> 

REZOLVĂRI . 

Mat oda (A) (dubla incluziune) 

1. Fie xe(AnB) X (C n D), oarecare - [ explici tam ultima 
operaţi» C produsul scalari] <===> x = ( a , /? ) , cu a « A O B şi 
f) e C O D <===> Zexplici tam. operaţiile care au devenit ultimele 3 
<===“> X = ( a,/3) cu a e A , a e B şi (3 e C , fî e D [nu mai 
avem. operaţii de explici tat, de aceea actualizam, concluzia: 
x e(AXC) O(BXD), deci x aparţine unei intersecţii C ultima 
operaţiei 3 <===> x = (cx, fi) cu a e A , /? e C şi a e B , 

f? £ D <==> xeAXCşixeBXD. 

3. Fie x e (A — B) X C , oarecare <===> x = ( a, /?) cu 

a e A — B şi f) e C <===> x = ( a, /?) cu a e A şi a «r B şi 

e C [detaliind concluzia deducem, următorul mod de a continua] 
<===> 

x = (a,/?) ,aeA,/?eC şi x = (a,^?) , a « B , /? e C ===> 

x « A X C şi xeBXC. 

Reciproc, fie xe(AXC) — (BXC) , oarecare <*==> 

x = (a,/?) cu (a, (3) e A X C şi (a,/?) e B X C <===> x = (a,/?) 

a <= A şi e C şi • 



a « B 




r a e A 


Şi 


fi 


£ C 


Şi 


a 


£ 


B 




sau 
(3 £ C 


< > 


\ a e A 


sau 

Şi 


fi 


£ C 


şi 


fi 


£ 


C 


(fals) 



===> ( a, /?) e (A - B) XC. 



Metoda (B) (utilizarea 



*• p ,An.>*cnE., < ’ , " y) "<V» 



funcţiei caracteristice) 

(x) p _ (y )=ip (x)*> (x) -*> (y)*> (y) 

COD a b c d 
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(AxOTXBxD) 



<x,y> = 



1 °A X C (X * y) ’ !> 8xD <X ’ y) 



ţ> A ( x ) • <£> c ( y ) • p ( x ) • p D ( y ) 



3 - f, U.-.,.C (X ’ ¥) - V A..' X) ^ (y> ~ 



= ( P A (*> ~ P ArB <x) > c <y) = P A (X) "*c <yî - P A <x) ■p a (x) -^ c (y) . 

p (x,y) = «> (x,y) — p ^ (x,y) = a? (x,y) - 

CAxC>-(BxC> Axe (AXOOCBXO r AxC 



■ ^AxC^ * * y ^ " ^BxC ^ X * ^ ^ ■ P A <X) *>c <y) " *> A <X) *>, (x) P c <y) 



p *A<bAc, ( ’ <) = v a' x> - ^bAc^ X ^ - 2 * , a <x, ‘ > bAc <,,) = 

*> (x) + pix) + *> ( x ) - 2*> ( x ) • p (X) - 2ţo ( x ) f p (x) + *> (x) - 

A /S C B C A v B C 

- 2*> (x) *> (x) ") = P (x) + p (x) + <p (X) - 2 • p ix) p (x) - 

B C y A B C AB 

- 2. P (x)p (x) - 2 -p (x)-*> (x) + 4 -p (x)p ( x)-p (x) . 

AC B C ABC 

Expli citind analog pe P ^ ^ g ( x ) obţinem egalitatea dorită. 

Dacă obervăm că explici tarea lui «p . A (x) de mai sus este 

aA<bAc> 

simetrică, utilizând comutativi ta tea adunării şi Înmulţirii egali- 
tatea cerută rezultă mai uşor. 



5. p ( x , y ) = p ix)p ( y) = ( p (x) + *> ( x ) - 

(aAS)xC aAb C V ~ A ’b 



aAb 



- 2-p lx)fî (x) )p ( y) 



p . ( x ,y ) 

(Axc)A(Bxo 






p <x,y) = *>(x)-ţ><y} + *> ( X ) • p ly ) - 2 ■ o ( X ) • ţ> ( x ) • o (y ) 

BxC AC 9 C ABC 



Egalităţile 4)— 3) s— au demonstrat uşor utilizind funcţia ca- 
racteristică ; ele sunt mai greu de demonstrat utilizând prima me- 
todă. In general funcţia caracteristică este de preferat, datorită 
comodităţii cu care se utilizează şi rapidităţii cu care se obţine 
rezul tatul . 

III. Demonstraţi echivalentele* 

* * 



25 




1. A U B C C <*=> A C C şi B C C 

2. A c B n C <=> A c B şi B C C 

3. A n B c C <=> Ane U C 

B 

4. A C B U C <*> ! A n C B C C 

5. (A - B) U B <=> B U A 

REZOLVĂRI : 

1. r : avem de arătat o echivalenţă. 

R : arătăm două implicaţii 

r z : A U B C C => A c C şi B C C 

R : arătăm că A c C şi B c C ( două incluziuni ) 

2 

Fie x e A oarecare £ nu mai avem operaţii deexplicitat , de 
aceea actualizăm concluzia: x e C ; dar acest lucru nu rezultă 

imediat din x e A , ci doar cu ajutorul ipotezei ] 

x e A => x e A £) B => £ prin ipoteză A(JBcCJ => x e C 

Fie acum x <= B oarecare => x e A (J B c C => x e C 

Reciproc ( a doua implicaţie ): 

r : avem dearătat că A (J B c C (o incluziune ) 

R^i fie x e A JJ B oarecare < explicităm ultima operaţie): 

{ x e A =»> x e C ( datorită ipotezei ) 
sau 

x « B — > x e C ( datorită ipotezei ) 

5. r : avem de arătat o echivalentă 

t 

R : arătăm două implicaţii 

î 

r: (A-B)(JS = A => B C A 

2 

R : arătăm concluzia ( o incluziune ), utilizlnd ipoteza. 

2 

Fie x e B oarecare => xe(A-B)U B => x « A 

r^: avem de arătat implicaţia: B c A => (A — B) U B » A 

0 

R g : arătăm o egalitate de mulţimi ( două incluziuni ) 
Pentru prima incluziune fie x « (A — B) (J B oarecare £ ex- 
plicităm ultima operaţie ] => 
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i 


f x e A - B 


f x e A şi x < B 


(a) 


«> i 


j sau => < 


sau 




1 


[ x e B 


1 x e B 


(b) 



C nu mai avem operaţii de explicitat, de aceea actualizăm 
concluzia] . Astfel , observăm că din (a) rezultă x e A , 
iar din ( b) , cu ajutorul ipotezei, B C A, se obţine de asemenea 
x e A. 



Metoda 2: 



1. fAjJBcC => AcC şi B C C *) <=> f p < p 

' ' ' AUa i 



& 

A 

II 


< şi 


& < 


P J 






A 


C 


B 


C S 






Avem- 


de arătat 


a 

□ 

c 


inegalităţi 


intre funcţii 


. Prin ipoteză. 


^AUB < 


P şi in 

c 


plus 


c < p 

• a ”aUb 


( Intr — adevăr 


, p < p <=> 

’ *A ' ^AUB 


< 

* 

A 

II 

V 


< P + P m 

A B 


- *>A 


A 

II 

V 


(1 - p a ) > 0 - 


adevărat deoarece 



funcţiile caracteristice iau doar două valori: O şi i ). 
Rezultă p < p < p şi analog p < p . < p 

Reciproc, pentru implicaţia inversă, trebuie arătat că* 
< ' ad±Că 

P (xl + (x) - _(x) < *> (x) 

A B APS C 



(1.7) 



in ipoteza: 



p < p şi ^ 

A C B C 



Dar *> ,*? , *> 

ABC 



(1-8) 

pot lua doar două valori: O şi 1. Din cele 
opt cazuri posibile in care trebuie verificată (1.7), datorită lui 
(1.8) mai rămin următoarele patru: 



a) 


V*’ - 


*> B <x) 


II 


(X) = 1 




b) 


f> A <X) - 


p c (x) 


= 1 


!. P B <X) 


= O 


c) 


*> B ( X ) = 


<P c (x) 


=* 1 


, *> A (X) 


= O 


d) 


^ A (x) = 


V X) 


u 

& 

n 


X 

II 

O 




In 


fiecare 


din aceste 


cazuri 


(1.7) 


•• 


Avem de 


arătat 


că 







27 




•n 


( x ) = p ( x ) 


<=> p (X) 


< iP (X) 


<A-B>UB 


A 


B 


A 


Dar 


p , _(x ) 

(A-B)UB 


= P A .,(x> + 


S <x > - ^a-W 0 - * , a ( x) 



- <p ^ (x) + p <X> - P ix)p ix) = P (x) - p ix) ’p ix) + p „(X)- 

ahb 8 A-B a A A a B 

- f P (X) - p (x)p <x) Vp (x) = pix) + p <x) 7 - p (x) p (x). ( 1 . 9 ) 

'•A A B •' B A B AB 



Pentru implicaţia directă, prin ipoteză, avemi 

p (x) + p (x) - p <x)-p -ix) = p (x) , adicăx 

A B A B A 

p (x) f 1 — p (x) } =0 . Prin urmare: 

B ^ A • ^ 



p (x) = O => p (x) ^ p (x) ( datorită valorilor O şi 1 pe 

B ba care le ia funcţia p ) 

sau 

1 - p (x) = O => p (x) = 1 deci p (x) < p (x) 

A A B A 

Reciproc, dacă p b <x) < P A ix) , nu putem avea p b (x) = 1 Şi 



p (x) =0 , iar din (1.9) deducem : 

A 

p,. = P <x) <-> p (x) + p_(x) - p (x)p (x) = p (X) 

(A-*B>US A A 0 A B A 



<=> p (x) f 1 — p (x) '1=0 — egalitate adevărată In cele trei 
8 V A ' 



cazuri posibile rămase: 



a) 


Pix ) 

A 


b) 


P <x) 

A 


c) 


pix) 

A 



1 , pix) = O 

B 

pix) =1 

B 

P ( X ) = O 

B 



IV. Utilizlnd proprietăţile funcţiei caracteristice, să se 
rezolve următoarele ecuaţii şi sisteme de ecuaţii cu mulţimi: 



1. 



2 . 



3. 



A u ( B 



( 

( 



A - X 
A U X 

A n x 
A U X 



X ) = B U X 

B 

dacă BCA şi A n C = 0 
C 



B 

dacă B C A C C 
C 
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4. 



' X U Y 
X n Y 
X - Y 



A 

B dacă B c A 
C 



C c A 



B n C = 0 



Rezolvară: 



i* A U ( B - X ) = B U X <=> *> AU( ,_ X> <X, - P BUx (x) <=> 

*> A <x) + S_x< X) - , °A (X) ’ 1 £> »-X <X) = * B (x) + ^x (X) “ * > B (X) ’ f> X <X) <=,> 

<=> i» A (x) + ~ P,<x) *ic> x (x) ” P A <x)-p a (x) + 

P A (x) P B < X ) P x <x) “ P B (x) + p x (x) ~ P B (x) P x <x) <:a> 

<=> *> x (x) ( i - *£> a (x) ) = P A (x)( 1 “ P, <X) ) <=> 

<=> ' 'V'C. <> ° d.io) 

Avem de anlizat următoarele cazuri: 

a) dacă x £ A şi x B avem: 

*>_ (x) = 1 şi p _* ( x ) = O deci pentru a fi Îndeplinit 

C<Ar~!B> aOCb 

(1.10) trebuie să avem p^(x) = O . Aşadar orice punct care nu 
aparţine lui A şi nici lui B, nu aparţine nici lui X. 

b) dacă x e A şi x £ B, avem : 

<p- (x) = 1 şi p (x) =1 deci pentru a fi Îndeplinit 

C(Ar®> aHCb 

(1.10) trebuie să avem p^(x) = 1 • Aşadar, orice punct din A — B 
este in X . 



c) dacă x < A şi x e B pentru a fi Îndeplinită (1.10) tre- 
buie să avem p^(x) = O , deci nici un punct din B -*■ A nu este 

in X . 

d) dacă x « A şi x e B putem avea p^(x) = O sau p x (x) = 1 

Deci orice punct din A n B poate să fie in X sau să nu fie. 

Aşadar X este de forma X=(A\B)UD unde 
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D c A n B arbitrar. 

2. A - X = B <«> *> a> (x) • P a (x) <=> * A < X > ~ ţ> A (X) P x (X) = 

=* P m (x) <=> p (x) -p (x) = *> (x) - p (x) (1-11) 

B X A A B 

X - A = C <*> p ( X ) - p ( x ) • p (x) * p (x) <*> 

X X A C 

<=> P x <x)( 1 - #> A (x) ) * f» c (x) <=> 

<=> i» x (x) * > Ca 1x * - 1£> C <X, (1-12) 

Avea de analizat patru cazuri, după cum se vede din tabelul 
următor : 



Cazuri 


*a ( * ) 


V X) 


*c (X) 


*x (X) 


(1.11) 


(1.12) 


KM 


0 


0 


0 


0 


oo=o-o (A) 


o*i=o (A) 


1 


î o=o-o (A) 




x e A 
x * B 


1 


0 


0 


0 


o • i = i-o (F) 




1 


î • i = i-o (A) 


i-o=o (A) 


x e B 


1 


1 


0 


0 


o • 1 = 1-1 (A) 


!£222|HQQ 


1 


î • 1 = 1-1 (F) 


1 - o=o ( A ) 


x e C 


0 


0 


1 


0 


o ■ o=o-o (A) 


BfiBSS 


1 


î - 0 = 0-0 (A) 


EBEBB 



Deci X = (A-B)uC. 

V. Să se determine mulţ-imilei 

1. A » { x e Z | x® ^ » n « Z > 

2. A - < x c M f x* 1 , n e !N } 

n - l 
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3. A = { x e Z 



4 . A = { x e 



6n*+ 7 
3n + 1 



x 3 -*3x + 2 
2x + 1 



n e Z } 



« Z > 



5. A > { (x,y) £'« x IN | 9y 2 — (x + 1)*= 32 } 



O. A = { (x,y) e Z x 



x*- 2xy + 3y*= 8 } 



7. Fie P e Z(x) un polinom de grad n şi q e Z . Ştiind că 



P(q) = 15 , să se determine mulţimea: 

P(x) 



A = { x e Z j 



x - q 



€ Z > 



8. A = { x £ K 



3 * «* • * * * . * 1 i > 



Indicat i i : 

1. Se pune In evidenţi o parte Întreagă maximală. Acest lucru se 
obţine făcând Împărţirile: 

10 10 



x = 3 - 



deci x e Z <=> 



2n + 1 ’ " 2n + 1 

10 este divizibilcu 2n + 1 <=> n e { O , 1 , —2 > 



<=> 



E = 



x - 3x + 2 



2x 



x + 2_l # - it 2_ « < . 27 x 

+ 1 3 ( 4X 2x 11 2x + 1 ) 



deci E e Z <=> 27 este divizibil cu 2x + 1 şi 4x — 2x — 11 +• 

27 



2x + 1 



este multiplu de 8 < ==> A e { -14 , — 3 , — 2 , -1 , O 



1 , 4 , 13 >. 



5. 9y 2 — (x + l) 2 = 32 <»> ( 3y-x-l)(3y+x+l) =32 

deci x şi y sint soiţii Întregi ale unor sisteme de forma: 

3y — x — 1 = u 



{ 



cu u şi v divizori ai lui 32. 



3y + x + 1 = v 
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. x 2 - 2x + 3y 2 = 8 <=> (x - y) 2 + 2y 2 =» 8 =■> 

2 '' 

x - y = O şi 2y=8. 

7. P(x) = C(x)(x — q) + R <=> a x n + a x n_1 + ... + a = 

n n-l O 

= C(x)(x - q) + 15. Deci ~~~7 : — e ^ <=> 15 este divizibil cu 

X H 

x - q. 

a 2 — a + 1 

8. M&toda. i: Pentru a * -1 avem x = <=> 

a + 1 

<=> ax + x — a 2 - a + 1 <=> a 2 - a(l+x)+l— x=0 <=> 

. v 1 + x ± r x 2 + 6x - 3 . . . 

<=> a = ^ deci trebuie si avem 

x 2 + &x - 3 > O . Cum x = -3 ± 2V 3 , deducem: 

i-a 

x « (— oo r -3 — 2V 3 ] U [ -3 + 2/ 3 , +oo) . 

2 

M&toda 2: Considerăm funcţia f(a) = — — — ţ — — şi 

A = f (D) ,cu D » R \ { -1 } domeniul lui f . A se obţine din 
tabelul de variaţie al lui f. 

VI. Si se determine mulţimile următoare, cind a,b e c IN : 

*• A '{ x I [-S-*-]- [t] } 

2. | [-H- 2 -] * [-r] * 1 } 

3. A = ^ x e R j [ 2 X ] = 2 W1 | 

unde [t] este partea Întreagă a lui t. 

Resoluari: Folosim inegalităţile: LtD <t<Ct]+l, deci: 
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a. x * « <=> [i] - i < -i-P- < [-i-] - 2 <=> 

+ b — a<x<b£ — J + 2b — a . 

VII. Aplicaţia fî^(T) » F definită prin f(A) = %> 

T A 

este o bijecţie de ia familia părţilor lui T la familia funcţiilor 
caracteristice definite pe T. 

Rezolvare: Pentru demonstrarea in jectivităţii , fie A,B e .P(T) 

cu A * B . Din A ^ B deducem că există x e T astfel Încât: 

o 

a) x «A şi x ft B sau b) x e B şi x «£ A 
o 'O o o 

în primul caz p(x.) s »l,ţo(x)=0, deci <p * s> . în al 

A O B O A B 

doilea caz, de asemenea, ţ> * p 

A B 

Sur jec tivi tatea revine la: 

V p e y 3 A e J>(T) a.i. <P = <p 

T A 

Fie deci ţ> e 3 r ^ oarecare. Atunci pentru A = { x J *>(x) * 1 } 
avem <p = ţ> 

A 
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2. FUNCŢII 



DEFINIŢIA FUNCŢIEI 



O funcţie este determinată de trei elemente D , E şi f . având 
următoarele semnificaţii: D şi E sunt mulţimi, numite respectiv 
domeniul si codomeniul funcţiei, iar f este o lege de corespon- 
denţă de la D la E care face ca: 

fiecărui element x e D sa-i corespunda un element 
si numai unul y e E. 

Deci se poate spune că o funcţie este un triplet (D,E,f), ele- 
mentele acestui triplet având semnif icatile de mai sus. 

Acest triplet se notează în mod frecvent prin f : D ► E. 

Două funcţii sunt deci egale dacă sunt egale ca triplete, adică 
atunci când au cele trei elemente constitutive respectiv egale(şi nu 
doar legile de corespondenţă). 

Pentru a sublinia importanţa pe care o au domeniul si codome- 
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niul în definiţia funcţiei vom da în cele ce urmează exemple In 
care păstrând legea de corespondenţă f neschimbată şi modificând 
doar domeniul sau (şi) codomeniul, putem întâlni toate situaţiile 
posibile, de la aceea în care tripletul nu este funcţie până la 
o funcţie bijectivă. 

Pentru aceasta este nevoie să detaliem mai întâi condiţia (F), 
ce caracterizează o funcţie. 

Putem considera că această condiţie este formată din două 
subcondiţii, şi anume: 

(f^) fiecărui element x din domeniu Li corespunde un element, 
in sensul de ” cel puţin un element” , Ln codomeniu. 

Cu ajutorul unor diagrame de felul celor de mai jos, aceasta 
condiţie se poate exprima prin propoziţia 

o sageată. " 



fiecare punct 



domeniului pleacă (cel 




a ) 



b) 
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iar mai riguros condiţia se exprimă prin 

(f^) VxeD 3 y e E , y = f(x) 

A doua subcondiţie referitoare la f In definiţia funcţiei este: 

(f ) elementul din codomeniu ce corespunde uriXii x este unic. 
2 

Pentru o diagramă de felul celor din fig.2.1 Înseamnă că săgeata 
care pleacă dintr — -un punct este unică. 

Această condiţie are formularea echivalentă: 

” Daca doua săgeţi au acelaşi punct de plecare atunci ele au 
si acelaşi punct de sosire . ” 

adică 

(f ) V x = x =*=> f ( x ) = f(x ) 

2 12 1 2 

Condiţiile (f^) Şi (f î sunt necesare şi suficiente penîru ca 
o lege de corespondenţă f să fie funcţie. Aceste condiţii sunt 
uşor de utilizat in practică. 

In figura 2.1, legea de corespondenţă de la a) satisface (f^) 

şi nu satisface (f^); la b) legea de corespondenţă nu satisface 
(f^), dar satisface (f^) . In diagrama c) nu este satisfăcută nici 
(f^) nici (f^), iar in d) legea de corespondenţă satisface şi 
( f ^ ) şi (f^), deci este (singura) funcţie. 

O funcţie este deci un triplet CD, E, fD in care legea de 
corespondenta f satisface Cf^) si Cf^). 

Să observăm că aceste două condiţii se referă doar la domeniul 
funcţiei : 
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(f^) — din fiecare punct al domeniului pleacă cel puţin o săgeată; 

(f )— săgeata care pleacă dintr — un punct al domeniului este unică. 

Se ştie că graficul unei funcţii este format din mulţimea pe- 
rechilor de puncte (x,f(x)), cind x parcurge domeniul funcţiei. 

G f ={(x,f<x)) | x e D } 

CUM RECUNOAŞTEM PE UN GRAFIC DACA O LEGE DE CORESPONDENŢA 

ESTE FUNCŢIE ? (deci dacă satisface (f ) şi (f )) 

1 2 

Pentru a răspunde la această Întrebare vom aminti mai intli 
(pentru cazul D , E c R) răspunsul la alte două Întrebări: 

1. Fiind dat x, cum obţinem — cu ajutorul graficului — pe f(x) ? 
(adică imaginea lui x (sau imaginile , dacă sunt mai multe, 
şi desigur in acest caz legea de corespondenţă f nu este 
funcţie) ) . 

Răspuns : Ducem din x o paralelă la Oy până când aceasta Întâl- 
neşte graficul, iar din punctul (punctele) de intersecţie cu gra- 
ficul ducem apoi paralelă (paralele) la Ox. Punctele de intersec- 
ţie ale acestor paralele cu Oy sunt imaginile f(x) ale lui x. 

2. Reciproc, fiind dat y , pentru a obţine punctul (punctele) 
x avlnd proprietatea f(x) = y , ducem prin y o paralelă la Ox , xar 
din punctul (punctele) de intersecţie cu graficul ducem apoi o pa- 
ralelă (paralele) la Oy. 

EXEMPLE: 

1. Un cerc cu centrul in origine şi de rază r nu este graficul 

unei funcţii f: R ► R , deoarece nu satisface nici condiţia 

(f^) (exista puncte in domeniu care nu au nici o imagine , şi' 
anume toate punctele prin care paralela la Oy nu Întâlneşte gra- 
ficul) şi nu este satisfăcută nici condiţia (f ), pentru că exista 

• 2 
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punct» In domeniu car» au mai mult de o imagine ( toata punctele 
x e (-r,r) au două imagini) 




Fig. 2.2 

2. Un cerc cu centrul in origine şi de rază r nu este graficul 

unei funcţii f : [ — r , r] * R .deoarece nu satisface condiţia 

(f ) (de data aceasta nu mai există in domeniu puncte fără nici o 
2 

imagine, dar continuă să existe puncte care au doxta imagini) . 

3. Un cerc cu centrul in origine şi de rază r nu este graficul 

unei funcţii f : R » [O , <x>) , deoarece nu satisface condi- 

ţia (f^). Codomeniul fiind [O , co) punctele au cel mult o imagine. 
Sunt insă şi punct» caro nu au nici o imagine. 

4. Un cerc cu centrul in origine şi de rază r este graficul 

unei funcţii f r ,r3 * CO ,13 , deoarece toate punctele 

din domeniu au o imagine si numai una. 



\ 
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5. Un ctrc cu centrul In origine şi de rază r este graficul 



unei funcţii f s [O , r] ► [ -1 , OD . 

In toate aceste exemple legea de corespondenţă a rămas neschim- 
bată (un cerc cu centrul in origine şi de rază r, având deci ecua— 
ţxa x + y = r , de unde obţinem y = ±(r-x) ). 

Modificând doar domeniul şi (sau) codomeniul am pus in evidenţă 

« 

toate situaţiLle posibile, Începând de la a nu fi Îndeplinită nici 
una din condiţiile ce definesc o funcţie, până la a fi Îndeplinite 
ambele condiţii. 

CU AJUTORUL PARALELELOR LA AXELE DE COORDONATE RECUNOAŞTEM ÎNDE- 
PLINIREA CONDIŢIILOR (f ) SI (f ) ASTFEL: 

1 2 

aJ> Un grafic satisface condiţia C f daca si numai daca orice 
paralela la Oy dusa prin punctele domeniului intilneste 
graficul in cel puţin un punct. 

bj Un grafic satisface condiţia Cf 0 daca si numai daca orice 

2 h 

paralela la Oy dusa prin punctele domeniului intilneste 
graficul in cel mult un punct. 



INVERSA UNEI FUNCŢII 

Inversând legea de corespondenţă (inversând sensul săgeţilor) 

pentru o funcţie oarecare f i D — ■+ E nu se obţine totdeauna 

o funcţie. Astfel, in figura*2.3 f este funcţie, dar f -1 
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(obţinută prin inversarea legii de corespondenţă f) nu mai este 

funcţie, deoarece nu satisface (f^) (există puncte cu mai mult de 
o imagine) . 




Fig. 2.3 

Cu ajutorul acestor diagrame observăm că inversa nu satisface 

(f ) ori de câte ori există puncte In codomeniul lui f care sunt 
2 

imaginea a cel puţin două puncte din domeniul lui f . 

Altfel spus, / 1 nu satisface oridecate ori exista puncte 

diferite care au aceeaşi imagine prin f. Deci: 

Pentru ca inversând legea de corespondenţă să fie satisfăcută 
condiţia (f ) este necesar şi suficient ca prin funcţia directă 

1 ,. 2 i . — — - J ~ 

puncte diferite să aibă imagini diferite, adică 

(f ) V x , x e D , x ¥ x ===> f(x ) ¥ f(x ) 

3 12 12 1/2 

O a doua situaţie in care f -1 nu este funcţie este atunci când 
ea nu satisface condiţia (f^) * 




Fig 2.4 
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Observăm că aceasta se lntimplă ori de câte ori prin funcţia 
directă există puncte in codomeniu care nu sunt imaginile niciu— 
nui punct din domeniu. 

Pentru ca inversând legea de corespondenţă a unei funcţii să 
fie satisfăcută condiţia (f^) este necesar şi suficient ca prin 
funcţia directa sa se consume toate pune Lele din codomeniu r adică 

(f^) VyeB 3 x e D ,f(x) = y 

în concluzie, 

f * satisface (f ) dacă şi numai dacă f satisface (f ) 

2 3 

f 1 satisface (f ) dacă şi numai dacă f satisface (f ) 

1 4 

f 1 este funcţie dacă şi numai dacă f satisface (f a > + (f^) 
După cum se ştie, o funcţie care satisface (f ) se numeşte 
funcţie injectivă, o funcţie care satisface (f^) se numeşte 
funcţie surjectivă, iar o funcţie care satisface (f ) + (f ) se 

' * 3 4 

numeşte funcţie bijectivă. 

Vedem deci că afirmaţia: 

“O funcţie are inversă dacă şi numai dacă este bijectivă." 

are Înţelesul că inversa f 1 (care există totdeauna, ca lege de 
corespondenţă , chiar dacă f nu este bijectivă) este funcţie dacă 
şi numai dacă f este bijectivă. 

Cu ajutorul paralelelor la axele de coordonate recunoaştem 
dacă un grafic este graficul unei funcţii injective sau surjec— 
tive; astfel: 

Cc2 un grafic este graficul unei funcţii injec tiue daca si 
numai daca orice paralela la Ox dusa prin pune tele co— 
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domeniului intLlneşte graficul Ln cel mult un punct Cadi- 
ca f * satisface Cf^>0. 

CcD Un grafic este graficul unei funcţii sxirjectiue daca si 
numai daca orice paralela la Ox dusa prin punctele co— 
domeniului intilneste graficul in cel puţin un punct Cădi - 
ca f 1 satisface Cf^O. 

EXEMPLE : 

1. Un cerc cu centrul ln origine şi de rază r este graficul 

unei funcţii f : CO , r] * [O , co) care este injectivă dar 

nu surjectivă. 

2. Un cerc cu centrul ln origine şi de rază r este graficul unei 

funcţii f : [— r , r 3 ► CO , r] , care este surjectivă dar nu 

injectivă. 

3. Un cerc cu centrul ln origine şi de rază r este graficul 
unei funcţii bijective f : CO , r ] » CO , r ] . 

Deci modificând doar domeniul şi codomeniul , cu ajutorul unui 
cerc cu centrul in origine şi de rază r se pot obţine toate si- 
tuaţiile, Începând de la a nu fi satisfăcută niciuna din cele două 
condiţii ce definesc o funcţie, până la o funcţie bijectivă. 

OBSERVAŢIE: 

f 1 se obţine prin inversarea legii de corespondenţă f, adică 

f , f -1 

x * y <==*=> x < y 

cu alte cuvinte 

ii 

y = f(x) <=*=> x = f _1 ( y ) (2.1) 

în cazul funcţiei exponenţiale de exemplu, echivalenţa (2.1) 
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devine 



y = a* <===> x = log y (2.2) 

O 

deoarece inversa funcţiei exponenţiale se notează prin 
f *(y) = log y. Relaţia (2.2) defineşte logaritmul: 

O 

Logaritmul unui număr y intr — o bază dată, a , este expo- 
nentul x la care trebuie ridicată baza pentru a obţine pe y. 



GRAFICUL FUNCŢIEI INVERSE 



Dacă D şi E sunt submulţimi ale lui R şi se figurează pe axa Ox 
domeniul D al lui f (deci codomeniul lui f 4 ) , iar pe axa Oy codo— 

meniul E (deci domeniul lui f 4 ) atunci graficul lui f şi f 1 co- 
incid, deoarece f 1 nu face decit să inverseze legea de cores- 
pondenţă (inversează sensul săgeţilor). 

Dar dacă figurăm şi peţntru f 1 domeniul pe orizontală, iar co- 
domeniul pe verticală, deci figurăm E pe Ox iar D pe Oy , atunci un 
punct oarecare de pe graficul iniţial G^ (care, fără convenţia a— 
mintită este grafic atât pentru f cât şi pentru f *) un astfel de 
punct (x,f (x) ) devine (f(x),x). 

Punctele (x,f(x)) şi (f(x),x) sunt simetrice faţă de prima bi- 
sectoare, deci pe lângă G^ mai obţinem un grafic G® , dacă şi do - 
meniul lui f 1 este pe Ox . 

Convenind să figurăm domeniile tuturor funcţiilor pe Ox rezul- 
tă că G° este grafic al lui f *. 

Cu această convenţie graficele lui f şi f -1 sunt 
simetrice faţă de prima bisectoăre. 
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METODE PENTRU A ARATA CA 
O FUNCŢIE ESTE BIJECTIVA 

î. Utilizarea definiţiei. 

- pentru studiul in jectivităţii verificăm dacă funcţia 
satisface condiţia (f^J-, 

- pentru studiul sur jectivităţii verificăm dacă este 
Îndeplinită condiţia (f^) . 

2. Metoda, grafica. 

- pentru studiul injectivităţii 'utilizăm propoziţia c2 

- pentru studiul sur jectivităţii utilizăm propoziţia dS> 



Observaţie importantă; Dacă utilizăm metoda grafică este 
esenţial, pentru funcţii definite pe ramuri , să trasăm cât max 
exact graficul In jurul punctului (punctelor) de legătură dintre 
ramuri . 



Exemple : 

{ 2x + 1 dacă x < 1 

- 

x +■ 3 dacă x > 1 

este injectivă, dar nu este surjectivă. Graficul este in figura 
2.5 a). 



2. Funcţia f : R 



R , f(x) = 



3x 


- 1 


dacă 


x < 


2 


2x 


- 1 


dacă 


x > 


2 
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este surjectivA, dar nu este injectivA. Graficul este In figura 



2.5 b). 



3. Funcţia f : IR 



R , f(x) = 



{ 2x + 1 dacA x < 1 

x + 2 dacA x >1 



este bijectivA. Graficul este in fig. 2.5 c). 





Fig. 2.3 

3. Utilizarea teoremei O funcţie strict monotonA este inject— 
tivi. 

Pentru studiul surjectivitAtii verificAn» dacA funcţia este con— 

• -V 

tinuA şi in caz afirmativ calculAm limitele la extremi tAţi le do- 
meniului. 
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Exemplu : Să arătăm că f(x)=tgx, f s (~ "5“ » y) ► R 

este bijectivă. 

1 



(i) injectivitatea: deoarece f'(x) = 



2 

COS X 



este strict 



pozitivă, deducem că funcţia este strict crescătoare, deci .este 
injectivă. 

(ii) surjectivitateas funcţia este continuă pe tot domeniul de 
definiţie, deci are proprietatea lui Darboux şi 



lim f ( x ) = — co 



X — * - TIS 2 

x >-n/z 



lim f ( x ) = co 

x — *rr /2 
x < n/2 



de unde rezultă că este surjectivă. 



4. Utilizarea propoziţiei ; Funcţia f : D » E este bijec— 

tivă dacă şi numai dacă 

V y e E ecuaţia f(x) = y are o soluţie unică 
(vezi manualul de algebră cls. XII) 

Exemplu. Fie D =» €> x Q şi matricea A = £ * * J .Atunci 

* * 

funcţia f s D ► D , f (x ,x ) = (3x — x , 4x + 2x ) 

este bijectivă (algebră cls. XII). 

Să observăm că in propoziţia utilizată la acest punct, afir — 
maţia “ecuaţia f(x) = y are soluţie " asigură sur jectivitatea 
funcţiei iar afirmaţia "soluţia este unică" asigură injectivi— 
ta tea . 

5. Utilizarea propoziţiei : Dacă f,g s D * D şi 

g«f =1 atunci f este injectivă şi g este surjectivă. (algebră 
o 

clasa XII). 
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EXEMPLU. Fie D = Z x Z şi A * £ 2 * J . Atunci funcţia 

î D » D definiţi prin 

VVV = (2X 1 + 3>< 2 * _X 1 “ 2X 2 > satisface f ft ° f A = ip * d * Ci 

este bijectivă. (algebră, cls. XII) 

Si observăm ci propoziţia utilizată la acest punct poate fi ge- 
neralizată astfel : 

"Fie f s D ♦ E , g i E * F astfel ln- 

cfit gof este bijectivă. Atunci f este in j activă şi g 
este sur j ectivă . * 



EXERCIŢII. 

I. Să se traseze graficele următoarelor funcţii şi să se spe- 
cifice in fiecare caz in parte dacă funcţia respectivă este injec— 

tivă, surjectivă sau bijectivă. 

1. f(x) = min (x+1,x 2 +2,3x) 

2. f (x) = max ( 3x — 1 , 2x + 3 , x 2 — 2x ) 

3. f(x) = min ( 2x — 3, 4x 2 - 5 , [x] ) 

4. f(x) = min ( |x — 3) , 4x ) 

2 

5. f ( x ) =* mig t 

- iii Sx 

6. f ( x ) = inf ( t 2 + 2t + 3 ) 

t < X 



7. 

8 . 

9 . 



f (x) 

f (x) 
f (X) 



- , < t + ir 

inf 

l< - t 2 + i 






min 

'2< t < X 



(t + 7) 



) 
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IO. f(x) 



=* sup t*ln t 

o< i <x 



11. f (x) *» «ax (t - 2 arctg t ) 

-92jl2îx 

12. f (x) =» mx sin t 

<x 



RE2X.VARI. 



Se ştie di 
«in (u(x ) t v( x ) , h( x ) ) 



u(x) daci u(x) < v(x) şi u(x) i m(x) 
v(x) dacă v(x) < u(x) şi v(x) < w( x ) 
w(x) daci m(x) < u(x) şi w ( x ) < v(x) 



Pentru a explicita mai uşor condiţiile din inegalităţile asupra 



lui u , v şi m procedăm astfel : 

1. facem tabloul cu semnele funcţiilor u-v , u - w şi v - w 

2. utilizSnd tabloul explicităm uşor inegalităţile, deoarece 

de exemplu u(x) < v(x) <===> u(x) - v(x) < O . 

1. Pentru u(x)=x+l,v(x)=x 2 +2 şi w(x) = 3x avem 
tabloul următor i 



X 


1 

2 




1 




2 






u(x )— v(x ) 


— 


— 





— 


— 




— 


u(x)— w(x) 


♦ O 


— 


— 


— 


— 




— 


vCx)-e(x) 




+ 


O 


— 


O 


+ 


+ 




i 



deci t 
t) x 



(-CO * 4"] * U 



(x) £ v(x) şi u(x) i w(x), deci f(x) = w(x) 



b) x « (-i“ » 0 



u(x) 5 v(x) şi u(x) < w(x), deci f(x) = u(x) 
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